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RRE 唐国 春 ? 
(1- 常州 工学 院 数学 系 ， 常 州 213002; 2- 上 海 第 二 工业 大 学 管理 工程 研究 所 ， 上 海 201209) 
摘 要 : 本 文 研究 多 工序 排序 中 的 一 类 自由 作业 模式 。 对 于 使 机 器 带 权 总 完工 时 间 为 最 小 或 者 使 工件 带 权 
总 完工 时 间 为 最 小 的 两 类 问题 ， 本 文 用 组 合 方法 或 者 数学 规划 方法 分 别 给 出 了 稠密 时 间 表 的 算法 
或 者 置换 排序 的 算法 ， 并 分 析 算 法 的 性 能 比 。 此 方法 在 理论 和 应 用 两 方面 都 是 有 意义 的 。 
关键 词 : 排序 ， 自 由 作业 ;， 带 权 总 完工 时 间 ; 性 能 比 
分 类 号 : AMS(2000) 90B35; 90C27 中 图 分 类 号 : 0224 文献 标识 码 : A 
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(EB HEY A, Am 台 机 器 Mi, M2,… , Mi， 要 加 工 n 个 工件 {1,2,… ,n}， 在 机 
器 Mi 上 工件 7 的 操作 (工序 ) 及 其 加 工时 间 分 别 记 为 Oij 与 pi;。 所 有 的 工件 都 要 在 每 一 台 机 器 
上 加 工 一 次 。 在 任何 时 刻 ， 一 台 机 器 至 多 加 工 一 个 工件 ， 一 个 工件 至 多 被 一 台 机 器 加 工 ， 不 限 
制 工件 被 机 器 加 工 的 次 序 ， 亦 不 限制 机 器 加 工 工件 的 次 序 。 我 们 要 寻找 满足 这 些 条 件 的 时 间 
表 ( 称 为 可 行 时 间 表 )， 使 得 工件 或 机 器 带 权 总 完工 时 间 最 小 ， 用 三 参数 法 记 为 


Om|| X wC, Oml| So wm:Cmi, 
j=l i=l 
其 中 Cj, Cmi 分 别 表 示 工 件 7 和 Mi; 的 完工 时 间 ， wj, Wmi 为 工件 7 和 机 器 M, 的 权 ，j 表示 工 
件 ，i 表 示 机 器 。 
与 自由 作业 相关 的 大 部 分 问题 是 NP 困难 的 ， 只 有 少数 情形 是 多 项 式 时 间 可 解 的 。 当 机 器 
数 为 两 台 时 ，Achugbue 和 Chin!) 证 明 


02| c 
j=l 


是 极 小 NP 困难 的 ， 即 问题 本 身 是 NP 困难 的 ， 但 略微 特殊 一 点 的 情况 都 是 多 项 式 时 间 可 解 
J; Timkovsky!! 在 1998 年 证 明 


n n 
O2|pi; = 1, chains | >》 Ch O3| pi; = 1, chains | >》 jC; 


j=l j=l 
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均 极 小 NP 困难 ， 而 下 面 几 个 问题 为 极 大 多 项 式 时 间 可 解 ， 即 这 些 问题 本 身 是 多 项 式 时 间 可 和 解 
的 ， 但 略微 一 般 的 情况 都 不 是 多 项 式 时 间 可 解 的 [9]。 


Ol|pi; =1, ontree| SCs 02| pi = 1, tree| >}, 


j=l 


Om| pi; = 1, rj|>》 Ch， O| pis =1| > w0. 
j=l j=l 
可 以 看 出 ， 这 些 结论 大 都 是 在 单位 加 工时 间 的 假设 条 件 下 得 到 的 。 本 文 将 在 一 般 情形 下 研究 问 
A Om| ya WiC; 的 多 项 式 时 间 近 似 算法 。 另 外 ， 在 日 常生 活 中 ， 人 们 也 常常 希望 机 器 尽早 
完成 加 工 ， 以 减少 机 器 租金 等 ， 这 样 产 生 了 研究 使 机 器 带 权 总 完工 时 间 为 最 小 的 自由 作业 问 
W, M Om| SS, wmMiCMi， 对 这 类 问题 ， 目 前 文献 少 有 研究 。 

对 自由 作业 问题 的 任 一 可 行 时 间 表 5S， 如 果 机 器 Mi 在 时 间 区 间 Q@ = (B,C) 内 空闲 ( 即 机 
器 Mi 在 这 个 时 间 区 间 Q@ = [B,C) 上 不 加 工 任何 工件 ， 这 个 时 间 区 间 可 以 称 为 机 器 Mi; 的 空闲 
区 间 )， 在 时 刻 C 之 后 在 机 器 M; 上 加 工 的 所 有 工件 在 Q@ 中 的 任何 时 刻 t 都 在 其 它 的 机 器 上 加 
工 ， 那 么 这 个 空闲 区 间 称 为 是 合理 的 。 这 表示 在 机 器 Mi; 的 空闲 区 间 以 后 加 工 的 工件 不 可 能 
直接 提前 到 在 这 个 空 亲 区 间 上 加 工 ， 而 不 改变 其 它 机 器 在 该 时 间 区 间 的 加 工 情况 。 如 果 5 中 
的 一 切 空闲 区 间 都 是 合理 的 ， 则 称 8$ 是 一 个 稠密 时 间 表 。 稠 密 时 间 表 的 概念 最 早 由 Anna 
Raczmany[] 在 1982 年 提出 ， 关 于 它 的 性 质 研究 可 以 参考 文献 [8,9]。 

本 文 余下 部 分 是 这 样 安排 的 :第 2 节 用 组 合 方法 研究 问题 


Om || So wm:Cmi, Om || 》 wO; 
i=l j=l 
的 稠密 时 间 表 性 能 比 ， 得 到 定理 1 和 定理 2; 第 3 节 用 数学 规划 方法 研究 这 两 类 问题 ， 同 时 假 


设 工件 带 有 到 达 时 间 ， 提 出 置换 排序 算法 ， 并 分 析 算 法 的 性 能 比 ， 即 定理 3 和 定理 4; 最 后 
第 4 节 总 结 全 文 。 


2 Om| 站 wmiCm; 和 Oml| Y wC; 的 稠密 时 间 表 
1 j=l 


2.1 Om | Ë wm:Omi 


本 节 研 究 Om | A WMiCMi 的 稠密 时 间 表 性 能 比 ， 其 中 wmi, Cui, 1 = 1,2,- ， 为 
机 器 M: 的 权 和 完工 时 间 。 显 然 ， 下 面 几 个 性 质 成 立 。 
性 质 1 Ch, > Li, i = 12…，m， 其 中 Cjri 为 最 优 完工 时 间 ， 且 


n 
Li= pi, i=1,2, m. 
j=1 


性 质 2 ax n Cui, _max | Djs 其 中 


m 
Pi = > Pij, J =1,2, n. 
i=1 
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性 质 3 3 Chri = > Pj. 
性 质 4 对 于 任 一 HENK, 有 


Cui = Li +7; < Li + min {p; — pij}, i= 1,2,--+,m, 


其 中 Gi 为 机 器 Mi 的 最 后 工件 组 ， 即 Mi 在 其 最 后 一 个 空闲 区 间 后 加 工 的 工件 集 ， 访 为 机 
器 Mi 的 空闲 长 度 。 显 然 有 


>》 Cha < Om= DO btn. (1) 
i=1 i=l i=l i=1 


证 明 由 稠密 时 间 表 定义 ， 每 当 机 器 Mi 空闲 时 ， 在 该 空闲 后 机 器 Mi 加 工 的 全 部 工件， 在 


Ti< min {p; — Pij} 
引 理 1 对 于 问题 Om|| Cmo MRE ALE Mi, Me, i,k =1,2,--- ,m 在 
[0, min{Cmi, Cur}| 


内 不 同时 空闲 ， 则 稠密 时 间 表 的 性 能 比 为 2。 
证 明 由 引 理 条 件 ， 知 


E < Su 


i=1 


将 上 式 代 入 (1) 式 并 利用 性 质 1 和 性 质 3， 得 到 
S Ch < 5 Cm: < 2》 7 < 25> Chr 
i=l i=1 i=l i=l 


一 般 地 ， 有 下 面 的 结论 。 
定理 1 问题 Om|| Yi wmMiCmi 的 稠密 时 间 表 性 能 比 为 


m 
D WMi 
i=1 
min{wm1, WM2, sibs ,WMm} 


且 是 紧 的 。 
证 明 由 时 间 表 的 稠密 性 得 


Cmi = Li + < Li + pag, tt Pm-i,ji + Pm, jis 


Cum = Lm + Tm < Lm + Pl jm t+ + Pm-l,jm? 
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EF jh EG i=1,2,---,m, Gi AIA M; 的 最 后 工件 组 。 于 是 有 


Dcin < Yu < Swit g5. (So ums) Le 


k=1 izk 


m 


WMi 


= (Sows) (PE) < atta na ee Oa) 


下 面 再 证 明 紧 性 。 对 于 问题 Om|] pee WMiC Mi» 取 机 器 权 满足 wazi < WM2 < tee < Mn H 
取 工 件 为 pi1,1 =p, pai = … = pmli=Es。 将 工件 按照 从 第 一 台 至 最 后 一 台 机 器 的 次 序 加 工 ， 
得 到 稠密 时 间 表 S 的 目标 函数 值 为 


》 wm:Cmi = X wmi (p+ (i—1)e). 
i=l i=l 


SHLERRMR-AUSZA-GURNKPML, BHABHA SH Ae 
A 


》 wmiCmi = >》 ím 十 工 一 ijwmiE 十 WwM1l (p 十 (mm 一 1)e), 
i=1 i=2 
其 中 Cu: 为 机 器 Mi EWR S HLCA. FRA 
D WMiCMi D WMiCMi 
i=1 > i=1 


m = m = 
L WMiCHM: 2 wmiCmi 
i=1 i=1 


S wail(p + (i — 1) Sag: 
= Se le 0) 
2 (m +1- ijwm:£ + wai (p+ (m — 1)e) WMI1 


i=2 
2.2 Om| > w;C 


ZEA, wy. Cy j=L2 ,n 分 别 为 工件 j 的 权 和 完工 时 间 。 称 密 时 间 表 有 下 面 性 质 。 
性 质 1 CF > pj, 9 = 1 2 .… my 其 中 O 为 最 优 时 间 表 的 工件 完工 时 间 。 


性 质 2 Loe La Er 
性 质 3 在 稠密 时 间 表 中 ， 任 一 工件 了 完工 时 间 满 足 


=p; +) Tý, (2) 
其 中 rij 为 操作 Oi; 与 工件 ;前 一 个 被 加 工 操作 的 间距 ， 满 足 
Tij < Li — pij. (3) 


定理 2 问题 Om|| YE- wC 的 稠密 时 间 表 性 能 比 为 


Ms 


Wj 


j=1 
min{wi, we, hy Wnt 
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且 性 能 比 是 紧 的 。 
证 明 由 式 (2),(3) 知 


j S Pj + > — Pij), 


于 是 有 
Le < Eust (La) (4) -$ (uX) 
ENE. yw; ‘ 
(LeZe) § saints ad 2! 
为 证 明 紧 性 ， 取 


p11 =l, Pi 5E, i=1,2, 77 

Pij =E, pig = 9, $=2,---,m, j=2,.…,n, 
HMw, < wz < .… <un Hn > m。 先 将 工件 2,… ,n RHEE, BRILL HA 
FS, RAMA 

>》 wÔ; = Ww +e[wi(n— 1) + SoG = Lui, 

j=l 记 2 


若 工 件 1 首先 在 第 一 台 机 器 上 加 工 ， 再 将 工件 2, 3,… ,n 由 贪 禁 算 法 依次 安排 加 工 ， 得 到 稠密 
时 间 表 S 的 目标 函数 值 为 


aire = Soa tefom— ve +X- Dw, 


j=l 1 一 2 





于 是 有 
2 2 Wj 
I= j= 
S wÔ; min{w1, w2, e 
Fra 


3 Omlrjl wmiCmi 和 Omlr;| 5 wC; 的 置换 排序 
izi psi 


本 节 用 数学 规划 方法 研究 上 节 两 个 问题 的 置换 排序 ， 并 假设 工件 带 有 到 达 时 间 。 这 里 ， 置 
换 排 序 指 工件 在 各 台 机 器 上 的 加 工 次 序 一 致 。 

3.1 Om|r;| 3 WMiCM: 

设 工件 7 具有 到 达 时 间 Tj, j =1,2, ,nN, 目标 是 使 机 器 带 权 总 完工 时 间 SO wmm 为 
最 小 ， e Cmi, i= 1,2,… ,m， 分 别 是 机 器 Mi 的 权 和 机 器 M; 的 完工 时 间 。 不 妨 
wmi > WM2 Z t > WMme 记 Cu 为 操作 Oi 的 完工 时 间 ，[ 四 表示 第 7 个 被 加 工 的 工件 。 显 
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RA Cui = Cin i = 1,2,… ,m。 因 此 问题 可 以 写 为 Omlrj| 于 wuxiCim。 对 于 单机 排序 
问题 ， 文 献 [10] 给 出 下 列 不 等 式 


220; 123 (È) +E) VAM (a) 


其 中 4 为 工件 N 的 任 一 子 集 ，Cy 为 工件 7 的 完工 时 间 ，27 为 它 的 加 工 长 度 。 在 上 式 中 ， 如 果 
WA = {1,2,---,j}, WA 


pene EE = pe 
piC; > 5( dove) +5 0- mO > 5 (Dom) H2 -F nc, 
k=1 天 一 1 k=1 k=1 


于 是 得 到 








j j 
j > vr D Pr 
> me <20; - HY < 26; — = 7 
rt > pk 
k=1 
即 | 
1 2 
Sopr < Cj. . (5) 





k=1 
后 面 要 用 到 (5) 式 。 下 面 先 利用 (4) 式 ， 给 出 问题 Om|rj| OZ, wmiCMi 的 置换 排序 的 数学 规划 
如 下 


iln] 


m 
min >> wyiCht 
i=1 
LP 2 
s.t. > Phl) Chi] > 3(( X Pata) T > Pi) VACN, h= 1,2,.… m 
[j]EA [ea Wea 
Chi > Ciny] + Patil h=2,--+,m, j=1, 4M, 


CLP > rj + prijs j=1,---,n, 


上 式 中 CLP 为 由 线性 规划 (6) 得 到 的 操作 Oy 的 完工 时 间 。 由 (6) AOL {C3 i= 1,2,---, 
m, 了 = 1,2,… ,n} 构造 下 面 算法 I。 

算法 I 1) 将 工件 按照 C4 < Chi) <… < Cin 重新 编号 ; 

2) 从 第 一 台 机 器 起 ， 到 最 后 一 台 机 器 为 止 ， 按 照 工件 次 序 (1 2,… ,n)， 在 每 台 机 器 上 尽 
早 安排 每 一 个 操作 。 

定理 3 HTAA Omri wMmiCMmi， 算 法 I 性 能 比 为 3m; 如 果 7; = 0， 则 算法 性 能 比 
为 2m。 

证 明 WCE 为 由 算法 I 得 到 的 操作 Oi; 的 完工 时 间 ， 则 有 


hon 
CH <CH +> pk, h=2,3,...,m, (7) 
1 一 2 k=1 
CH < max + Dm < < CLP + a (8) 


=1 k=1 


618 I EE Kk 学 学 R 第 27 卷 








将 (5) 式 分 别 代 入 (7), (8) 得 到 
2 
1+ 


n 





i h 
e ED 
i=2 





of <o (1+ ). 
ln — in 1+4 


于 是 有 


m m 

H H H 
X wmiC mi = WM1Cin + > WUMhChn 
2 h=2 


W(H) 


lA 





m h 
2 
wmicr, + Y wun (CE + D 14 TORP) 
h=2 i=2 n 


IA 





(You) +t) + he emake 
h=1 + a h=2 ta 


n 


IA 





2 2(m—1) < 
1 一 一 一) CLP + CLP 
m( tipi WMV In 1+2 2 umh hn 


n-1 
m 

< 3m》 \wmiCh? < 3mW (OPT), 
i=1 


即 算 法 I 性 能 比 为 3m。 若 7; = 0， 此 时 有 W(H) < 2mW(OPT), 算法 I 性 能 比 为 2m。 
3.2 Omlr;| s wC 
j=1 
本 节 研究 问题 Dmjrj| Zia wC; 的 置换 排序 性 能 比 ， 这 里 ww), Cy 分 别 为 工件 了 的 权 和 完工 
时 间 。 由 于 是 置换 排序 ， 不 妨 假 设 所 有 工件 完工 时 间 均 在 最 后 一 台 机 器 上 达到 。 这 样 ， 可 以 给 
出 问题 Omjnj| So wC; 的 数学 规划 如 下 


min 2 wC AU 


2 
s.t. 2 Pring > 3(( D paii) + x Phy) VACN, h=1,2 m, 
[ea WleA (lea (9) 


CH 2 COC ayy + Ph = Bem, j=l n 


CEP > rj + pry; 了 一 1 … ,n, 


其 中 CEP 是 由 线性 规划 (9) 得 到 的 操作 Oi 的 完工 时 间 。 对 该 问题 ， 算 法 I 仍然 有 效 ， 且 有 下 
面 的 定理 4。 

定理 4 对 问题 Omlrj| V1 wC 算法 I 性 能 比 为 2m + 1， 如果 ri = 0， 则 算法 性 能 比 
为 2m。 

证 明 记 C8 为 由 算法 I 得 到 的 操作 Oy 的 完工 时 间 ， 则 有 


m 2 
CE, < CB +Y >> phr, j=1,2,--- ,n. 
h=2k=1 
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类 似 地 ， 由 (5) 式 得 


ci Ch, j =1,2,---,n, 


又 因为 

了 
CH <r;t+ pu < OR + rele 

k=1 

所 以 有 : 

CH, < CHP +) Ch? < am+ CK, 了 一 12, co: 

I 

这 样 ， 我 们 有 


W(H) = VOR < (2m+1) DA < (2m + 1)W (OPT), 
j=1 j=1 


即 算 法 I 性 能 比 为 2m 十 1。 若 7; = 0， 则 易 知 算法 I 性 能 比 是 2mo 


4 ARE 
本 文 首先 用 组 合 方法 研究 问题 


Om | So wmiCmi, Om || Y wC 
t=1 j=l 


稠密 时 间 表 ， 再 用 数学 规划 方法 研究 上 述 两 问题 的 置换 排序 ， 并 假设 工件 有 不 同 的 到 达 时 间 。 
对 这 两 个 NP 困难 问题 ， 寻 找 性 能 更 好 的 近似 算法 将 是 今后 进一步 研究 的 方向 。 
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Open Shop Problem to Minimize the Total Weighted 
Completion Time 
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2- Institute of Management Engineering, Shanghai Second Polytechnic University, Shanghai 201209) 


Abstract: In this paper, we study a multi-operation model with an open shop. We propose algorithms 
of the dense schedules and permutation ones, respectively, to solve the scheduling problems to minimize 
the total weighted completion time of the machine and the job, respectively. These algorithms are 
based on the combination theory and mathematical programming. Moreover, we analyze the worst 
case performance ratios for these algorithms. These algorithms is of importance in both theory and its 
practical significance. 

Keywords: scheduling; open shop; total weighted completion time; performance ratio 
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